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LA CONJECTURE DES SOUS-GROUPES DE SURFACES
[d’apre`s Jeremy Kahn et Vladimir Markovic]
par Nicolas BERGERON
Une varie´te´ hyperbolique est une varie´te´ riemannienne, lisse, connexe, comple`te et
de courbure sectionnelle constante e´gale a` −1. On note H3 l’unique – a` isome´trie pre`s
– varie´te´ hyperbolique simplement connexe de dimension 3. Dans ce rapport, on utilise
le mode`le du demi-espace H3 = (C×R∗+, |dz|
2+dt2
t2
). L’extension de Poincare´ de l’action
par homographies de PSL2(C) sur P1(C) fournit une action de PSL2(C) sur H3 par
isome´tries et donc – via la diffe´rentielle – une action sur le fibre´ des repe`res. Cette action
est simplement transitive ; le choix d’un point base p0 = (0, 1) ∈ H3 et de deux vecteurs
tangents unitaires orthogonaux ~u0 = (0, 1) et ~n0 = (1, 0) permet donc d’identifier
PSL2(C) au fibre´ des repe`res de H3 via l’application g 7→ g · (p0, ~u0, ~n0, ~u0 ∧ ~n0).
Sauf mention contraire, dans tout ce rapport le terme varie´te´ de´signera dore´navant
une varie´te´ lisse, compacte, connexe, orientable et sans bord, et surface une varie´te´ de
dimension 2. Un choix indiffe´rent de point base est effectue´ lorsque l’on parle du groupe
fondamental d’un espace connexe par arc, et un choix approprie´ de points bases est
effectue´ lorsque l’on parle de morphisme entre groupes fondamentaux.
1. INTRODUCTION : LA CONJECTURE VH ET SES AMIES
SoitM une varie´te´ hyperbolique de dimension 3. On conjecture tour a` tour les e´nonce´s
suivants (voir [37, p. 380]) :
1. Le groupe fondamental de M contient un sous-groupe isomorphe au groupe fon-
damental d’une surface de genre au moins 2.
2. La varie´te´ M posse`de un reveˆtement fini qui contient une surface plonge´e de sorte
que l’inclusion induise une injection au niveau des groupes fondamentaux.
3. La varie´te´ M posse`de un reveˆtement fini dont le premier nombre de Betti est non
nul.
4. Pour tout entier n, la varie´te´ M posse`de un reveˆtement fini dont le premier nombre
de Betti est supe´rieur a` n.
5. La varie´te´ M posse`de un reveˆtement fini dont le groupe fondamental se surjecte
sur un groupe libre de rang 2.
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6. La varie´te´ M posse`de un reveˆtement fini qui fibre sur le cercle.
Il n’est pas difficile de ve´rifier que (1)
(5)⇒ (4)⇒ (3) ⇒ (2)⇒ (1)
⇑
(6)
La conjecture VH (pour virtuellement Haken) est l’e´nonce´ (2). L’objet de ce rapport
est d’expliquer les grandes ide´es de la de´monstration, par Jeremy Kahn et Vladimir
Markovic [25], de la conjecture (1) :
The´ore`me 1.1 (Kahn-Markovic). — Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension
3, alors il existe une surface S de genre g ≥ 2 et une injection
pi1S ↪→ pi1M.
Commentaires. — 1. Dans une pre´publication re´cente, Dani Wise de´montre notamment
l’implication (2)⇒ (6). Son re´sultat est plus ge´ne´ral, nous revenons sur ses travaux au
§6.2. Tout re´cemment Ian Agol a fait circuler une pre´publication dans laquelle, en se
reposant sur les travaux de Wise et de Kahn et Markovic, il de´montre les six conjectures
ci-dessus.
2. Dans le cas ou` M est arithme´tique, le the´ore`me 1.1 est duˆ a` Marc Lackenby [28].
3. Dans le cas ou` M est une varie´te´ hyperbolique de dimension 3 de volume fini
mais non compacte, Daryl Cooper, Darren Long et Alan Reid [12] de´montrent (5) et
les re´sultats de Wise s’appliquent encore pour de´montrer (6).
4. Dans un cadre plus ge´ne´ral, Mikhail Gromov pose :
Question 1.2. — Soit Γ un groupe hyperbolique au sens de Gromov qui ne contient
pas un sous-groupe libre d’indice fini. Le groupe Γ contient-il un sous-groupe isomorphe
au groupe fondamental d’une surface de genre au moins 2 ?
On renvoie a` [11] pour des travaux re´cents en lien avec cette question.
2. CONSTRUCTION D’UNE SURFACE A` PARTIR DE PANTALONS
Dans toute cette partie, M = Γ\H3 est une varie´te´ hyperbolique de dimension 3
uniformise´e, ou` Γ est un sous-groupe discret et sans torsion du groupe PSL2(C). De
cette manie`re, on identifie le fibre´ des repe`res de M a` Γ\PSL2(C).
1. L’implication (2)⇒ (1) est la plus de´licate, voir [20, Lem. 6.6].
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De´finition 2.1. — Soit S une surface dont on fixe un reveˆtement universel S˜ → S,
de groupe de reveˆtement pi1(S). Une structure de PSL2(C)-surface sur S est la donne´e
d’une immersion F : S˜ → H3 et d’une repre´sentation ρ ∈ Hom(pi1(S),PSL2(C)) telles
que F soit e´quivariante relativement a` ρ. Deux structures de PSL2(C)-surfaces (F1, ρ1)
et (F2, ρ2) sur S sont e´quivalentes s’il existe un e´le´ment g de PSL2(C) tel que F2 = gF1
et ρ2 = gρ1g
−1.
Par analogie avec la notion de (G,X)-structure, on dira que F est l’application
de´veloppante et ρ le morphisme d’holonomie de la structure de PSL2(C)-surface.
Le groupe de surface du the´ore`me 1.1 sera obtenu comme groupe de monodromie
d’une structure de PSL2(C)-surface sur une surface S immerge´e dans M . On aura
e´galement besoin de conside´rer des surfaces a` bord ; on demande alors que l’application
de´veloppante envoie chaque composante de bord sur une ge´ode´sique.
2.1. L’espace des futals
Fixons Π un pantalon oriente´ (a` bord). On nume´rote C1, C2 et C3 les composantes de
bord oriente´es de Π et on choisit un e´le´ment cn ∈ pi1(Π) dans la classe de conjugaison
correspondant a` chaque composante de bord Cn pour n = 1, 2, 3, de sorte que
c1c2c3 = id.
Rappelons qu’un e´le´ment A ∈ PSL2(C) – vu comme isome´trie de H3 – a une
longueur de translation complexe `(A) ∈ (R∗+ + iR)/2ipiZ, telle que (2) trace(A) =
±2 cosh(`(A)/2).
E´tant donne´ un morphisme ρ : pi1(Π) → PSL2(C), on note `n = `n(ρ) les longueurs
de translation complexes des ρ(cn) pour n = 1, 2, 3.
Kourouniotis [26, Prop. 1.6] montre que trois nombres complexes σn ∈ (R∗+ +
iR)/2ipiZ ou` n = 1, 2, 3, de´terminent deux hexagones gauches a` angles droits
isome´triques, mais d’orientations oppose´es, dont trois coˆte´s non-adjacents sont de
longueurs complexes σˆ1, σˆ2, σˆ3 pour un choix de σˆn ∈ {σn, σn + ipi}. En recollant
ces deux hexagones on munit le pantalon Π d’une structure de PSL2(C)-surface de
repre´sentation d’holonomie ρ : pi1(Π)→ PSL2(C) telle que `n(ρ) = 2σn pour n = 1, 2, 3.
Re´ciproquement, si ρ est le morphisme d’holonomie d’une structure de PSL2(C)-surface
sur Π et si les extre´mite´s des axes de translation des ρ(cn) pour n = 1, 2, 3 sont deux a`
deux distinctes alors ρ est conjugue´e a` une repre´sentation d’holonomie associe´e comme
ci-dessus a` trois demi-longueurs σn = σn(ρ) ∈ (R∗+ + iR)/2ipiZ ou` n = 1, 2, 3.
Remarque 2.2. — 1. Quitte a` conjuguer ρ dans PSL2(C), on peut supposer que l’axe
de translation de ρ(c1) est la ge´ode´sique (oriente´e) iR
∗
+ de H3 qui va de 0 a` l’infini.
Les perpendiculaires communes a` iR∗+ et aux axes de translation des ρ(cn) ou` n = 2, 3,
de´terminent deux e´le´ments v− et v+, de points bases p− et p+, du fibre´ unitaire normal
2. On prendra garde au fait que la trace de A n’est de´finie qu’au signe pre`s et que la demi-longueur
`(A)/2 n’est de´finie que modulo ipi.
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a` iR∗+ que l’on nume´rote de sorte que l’orientation du segment [p−, p+] co¨ıncide avec
l’orientation de la ge´ode´sique iR∗+. Alors l’homographie z 7→ eσ1z est l’unique isome´trie
directe de H3 qui pre´serve l’axe iR
∗
+ et envoie v− sur v+. Cela de´termine l’e´le´ment
σ1 ∈ (R∗+ + iR)/2ipiZ, on proce`de de meˆme pour σ2 et σ3.
2. Toute repre´sentation ρ comme ci-dessus admet un releve´ ρ˜ a` SL2(C) tel que
trace(ρ˜(cn)) = −2 coshσn pour n = 1, 2, 3. Les σn de´terminent la classe de SL2(C)-
conjugaison de ρ˜.
De´finition 2.3. — 1. Un futal dans M est la classe de conjugaison Π = [ρ] dans Γ
d’un morphisme injectif ρ : pi1(Π
0) → Γ ⊂ PSL2(C) tel que ρ est l’holonomie d’une
structure de PSL2(C)-surface sur Π, les extre´mite´s des axes de translation des ρ(cn)
pour n = 1, 2, 3 sont deux a` deux distinctes et ρ ve´rifie
(1) σn(ρ) =
1
2
`n(ρ), n = 1, 2, 3.
Dans la suite on choisira toujours des repre´sentants `n ∈ R∗+ + iR tels que −pi <
Im(`n) ≤ pi.
2. Un futal marque´ dans M est la donne´e (Π, g∗) d’un futal et d’une ge´ode´sique
ferme´e oriente´e g∗ dans M qui repre´sente la classe de conjugaison de ρ(cn) pour un
certain n = 1, 2, 3.
On note P l’ensemble des futals marque´s dans M muni de la topologie discre`te.
Le groupe Γ ope`re, a` gauche diagonalement et par conjugaison, sur Γ3 et un futal
marque´ (Π, g∗) est uniquement de´termine´ par la classe de conjugaison du triplet ordonne´
(γ1, γ2, γ3) = (ρ(cn), ρ(cn+1), ρ(cn+2)) ∈ Γ3, ou` l’entier n, conside´re´ modulo 3, est tel que
g∗ repre´sente la classe de conjugaison de ρ(cn). Un tel triplet ve´rifie en outre la relation
(2) γ1γ2γ3 = id
qui est pre´serve´e par l’action par conjugaison de Γ. Notons
P̂ = Γ\{(γ1, γ2, γ3) ∈ Γ3 : γ1γ2γ3 = id} .
On identifiera dore´navant P a` un sous-ensemble de P̂.
L’ensemble P̂ est naturellement muni d’une involution R de´finie par :
R(γ1, γ2, γ3) = (γ
−1
1 , γ
−1
3 , γ
−1
2 )
et d’un tricycle rot de´finie par
rot(γ1, γ2, γ3) = (γ2, γ3, γ1).
Remarque 2.4. — On peut penser a` l’involution R comme a` l’application qui envoie un
futal marque´ (Π, g∗) ∈ P sur le futal Π muni de l’ orientation oppose´e  et marque´
par la ge´ode´sique −g∗ (c’est-a`-dire g∗ munie de l’orientation oppose´e). Le tricycle rot
pre´serve e´galement le sous-ensemble P ; il correspond a` un changement cyclique du
marquage.
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Soit (Π, g∗) = [γ1, γ2, γ3] ∈ P un futal marque´. On note σ = σ(Π, g∗) ∈ (R∗+ +
iR)/2ipiZ la demi-longueur complexe de la composante de bord marque´e : σ = 1
2
`(γ1).
2.2. E´tiquetage des futals et construction d’une surface
Soit E un ensemble fini.
De´finition 2.5. — Un e´tiquetage le´gal est un triplet (E,RE, rotE), que par abus nous
noterons juste E, constitue´ de trois applications E : E→ P, RE : E→ E et rotE : E→ E
telles que
1. l’application RE est involutive et ve´rifie
R ◦ E = E ◦ RE,
2. l’application rotE est d’ordre 3 et ve´rifie
rot ◦ E = E ◦ rotE.
E´tant donne´ un e´tiquetage le´gal E et un e´le´ment e ∈ E, on note (Πe, g∗e) le futal
marque´ E(e).
De´finition 2.6. — Une involution τ : E → E est dite admissible, relativement a` un
e´tiquetage le´gal E, si, pour tout e dans E, on a :
g∗τ(e) = −g∗e .
On associe a` un e´tiquetage le´gal E : E→ P et a` une involution admissible τ : E→ E
un graphe G trivalent : l’ensemble des sommets est E/〈rotE〉 et deux sommets sont relie´s
par une areˆte si et seulement s’ils ont des repre´sentants dans E e´change´s par τ . Quitte
a` ne conside´rer qu’une composante connexe choisie arbitrairement, nous supposerons
dore´navant que G est connexe. Le bord d’un e´paississement de G est alors une surface
S qui fibre en cercles au-dessus de G et les cercles au-dessus des milieux des areˆtes
de´coupent S en pantalons oriente´s. On note Πe (e ∈ E) le pantalon correspondant au
sommet [e] dans E/〈rotE〉 dont on marque la composante de bord associe´e au milieu
de l’areˆte joignant les sommets [e] et [τ(e)]. L’e´tiquetage le´gal E associe a` chaque
e´le´ment e ∈ E un futal Πe = [ρe], ou` ρe est le morphisme d’holonomie d’une structure
de PSL2(C)-surface (Fe, ρe) sur Πe, ainsi qu’une ge´ode´sique ferme´e oriente´e g
∗
e ⊂ M
correspondant a` la composante de bord marque´e de Πe. Soit σe = σ(Πe, g
∗
e) ∈ (R∗+ +
iR)/2ipiZ. Puisque τ est admissible, on a :
(3) στ(e) = σe.
La surface a` bord obtenue en recollant Πe et Πτ(e) selon les composantes de bord
marque´es est donc naturellement munie d’une structure de PSL2(C)-surface qui in-
duit sur Πe et Πτ(e) des structures de PSL2(C)-surfaces e´quivalentes a` (Fe, ρe) et
(Fτ(e), ρτ(e)).
(3) De cette manie`re on obtient la proposition suivante.
3. Noter qu’il est ne´cessaire pour cela que στ(e) = σe plutoˆt que στ(e) = σe + ipi.
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Proposition 2.7. — Pour tout e´tiquetage le´gal E : E→ P et toute involution admis-
sible τ : E → E, il existe une surface S munie d’une structure de PSL2(C)-surface de
repre´sentation d’holonomie
ρE,τ : pi1(S)→ Γ
telle que S est de´coupe´e en pantalons oriente´s Πe avec une composante de bord marque´e
et la structure de PSL2(C)-surface sur S induit sur chaque Πe une structure de
PSL2(C)-surface e´quivalente a` (Fe, ρe).
2.3. Coordonne´es de Fenchel-Nielsen
Soit γ un e´le´ment de Γ et g la ge´ode´sique ferme´e non oriente´e dans M associe´e a` la
classe de conjugaison de γ dans Γ. On note Zγ le centralisateur de γ dans PSL2(C). La
longueur complexe ` de γ, vue dans R∗+ + iR avec −pi < ` ≤ pi, ne de´pend que de g.
On note T̂γ = 〈γ〉\Zγ et Tg le tore euclidien C/ (σZ + 2ipiZ) ou` σ = 12`. On note enfin
(TM , d) l’espace me´trique obtenu en formant la re´union disjointe des Tg, ou` g parcourt
l’ensemble des ge´ode´siques ferme´es (non oriente´es) dans M .
Si h est un e´le´ment de PSL2(C) la conjugaison par h induit un diffe´omorphisme de
T̂γ vers T̂hγh−1 . Mais si l’axe (oriente´) de γ est iR
∗
+, alors le groupe Zγ est e´gal a`{
Aζ =
(
eζ/2
e−ζ/2
)
: ζ ∈ C}. L’isomorphisme Aζ 7→ ζ identifie canoniquement Zγ au
groupe C ; il permet de re´aliser T̂γ comme reveˆtement de degre´ 2 de Tg.
Conside´rons maintenant un futal marque´ (Π, g∗) = [γ1, γ2, γ3] ∈ P. Comme dans
la remarque 2.2 (1), la perpendiculaire commune aux axes de γ1 et γ2, resp. γ1 et
γ3, de´termine un e´le´ment du fibre´ unitaire normal a` l’axe de γ1 et donc, en prenant
d’abord le vecteur tangent de l’axe de translation oriente´ de γ1 puis en comple´tant par
leur produit vectoriel, un e´le´ment du fibre´ des repe`res de H3. On note r− et r+ ces
deux repe`res, ordonne´s de sorte que l’on passe de r− a` r+ en suivant l’axe de γ1 dans
le sens positif. Le groupe Zγ1 ope`re simplement transitivement sur le sous-ensemble
constitue´ des repe`res en un point de l’axe de γ1. On e´crit r− = A− · (p0, ~u0, ~n0, ~u0 ∧ ~n0)
et r+ = A+ · (p0, ~u0, ~n0, ~u0 ∧ ~n0) avec A− et A+ dans Zγ1 . Il de´coule de la remarque 2.2
que A+ = Aσ1A− ; dans la suite on identifie les tore euclidiens Tg et 〈Aσ1〉\Zγ1 . On
prendra cependant garde au fait que l’action (ζ, B) 7→ AζB de C sur 〈Aσ1〉\Zγ1 de´pend
d’un choix d’orientation de g.
De´finition 2.8. — On appelle pied du futal marque´ (Π, g∗) l’image commune p(Π, g∗)
de A− et A+ dans le tore Tg. On note p : P→ TM l’application qui a` un futal marque´
(Π, g∗) associe son pied p(Π, g∗) ∈ Tg ⊂ TM .
Conside´rons maintenant un e´tiquetage le´gal E : E→ P et une involution admissible
τ : E→ E. Soit e ∈ E. On a στ(e) = σe mais en ge´ne´ral p(Πe, g∗e) 6= p(Πτ(e), g∗τ(e)).
De´finition 2.9. — On appelle parame`tre de de´calage associe´ a` la ge´ode´sique marque´e
g∗e l’e´le´ment te ∈ C/ (σeZ + 2ipiZ) tel que
Ate+ipip(Πe, g
∗
e) = p(Πτ(e), g
∗
τ(e)).
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Remarque 2.10. — L’action (ζ, B) 7→ AζB de C sur Tge de´pend du choix d’orientation
g∗e , le changer revient a` changer l’action en (ζ, B) 7→ A−1ζ B. On en de´duit que te = tτ(e)
et donc que, comme la demi-longueur σe, le parame`tre de de´calage te ne de´pend que de
la composante de bord marque´e et pas du futal.
Les demi-longueurs complexes (σe)e∈E de´terminent une structure de PSL2(C)-surface
sur chaque pantalon Πe. Si tous les parame`tres (σe, te)e∈E sont re´els la repre´sentation
ρE,τ est injective et conjugue´e a` une repre´sentation dans PSL2(R). Elle est de´termine´e,
a` conjugaison pre`s, par les parame`tres (de Fenchel-Nielsen) (σe, te/σe)e∈E ∈ (R×+)E ×
(R/Z)E. Cette dernie`re assertion reste vraie lorsque les parame`tres sont complexes :
la repre´sentation ρE,τ : pi1(S) → PSL2(C) est encore de´termine´e, a` conjugaison pre`s,
par les parame`tres (σe, te)e∈E qui sont les parame`tres de Fenchel-Nielsen complexes
introduits par Kourouniotis [26] et Tan [36].
2.4. Surfaces presque plates
De´finition 2.11. — Soient R et ε deux re´els strictement positifs. Un futal Π = [ρ]
dans M est (R, ε)-plat si, pour n = 1, 2, 3, on a :∣∣∣σn(ρ)− R
2
∣∣∣ ≤ ε.
Dans la partie suivante, nous de´duirons le the´ore`me 1.1 des deux the´ore`mes qui
suivent. Le premier – qui de´coulera du fait que le flot des repe`res sur M est exponen-
tiellement me´langeant – affirme que si l’on fixe ε et laisse tendre R vers l’infini, il existe
 beaucoup  de futals (R, ε)-plats dans M et que les pieds de ces futals sont  bien
distribue´s . On dispose donc d’une grande flexibilite´ pour construire des surfaces a`
partir de ces futals presque plats. Le second the´ore`me fournit une recette d’assemblage
de futals presque plats de sorte que la repre´sentation de monodromie de la structure de
PSL2(C)-surface obtenue a` l’issue de l’assemblage soit injective.
E´tant donne´ un espace me´trique (X, d), on note M(X) l’ensemble des mesures
bore´liennes finies positives a` support compact dans X. Par analogie avec la me´trique
de Levy-Prokhorov, voir [7], on pose :
De´finition 2.12. — Deux mesures µ, ν ∈M(X) sont dites δ-proches, pour un certain
re´el strictement positif δ, si
1. µ(X) = ν(X), et
2. pour tout bore´lien A de X, on a µ(A) ≤ ν(Vδ(A)), ou` Vδ(A) de´signe le δ-voisinage
de A dans X.
Noter qu’eˆtre δ-proche est une relation syme´trique. (4)
Par abus de notation, on note M(P) l’espace des mesures bore´liennes positives µ a`
support fini sur P qui sont pre´serve´es a` la fois par l’involution R et le tricycle rot.
4. En effet : ν(A) ≤ ν(X)− ν(Vδ(X \ Vδ(A))) ≤ µ(X)− µ(X \ Vδ(A)) = µ(Vδ(A)).
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L’application p qui a` un futal marque´ (Π, g∗) associe son pied dans Tg permet de
pousser une mesure µ ∈M(P) sur une mesure p∗µ ∈M(TM).
De´finition 2.13. — Soient δ un re´el strictement positif et ν une mesure dans
M(TM). On note Λν la moyenne de ν sous l’action de C, de sorte que :
Λν |Tg =
[
ν(Tg)
Λ(Tg)
]
Λ,
ou` Λ est une mesure de Lebesgue sur Tg. On dit que ν est δ-e´quidistribue´e si ν est
δ-proche de Λν. On e´crira alors ν ∈Mδ(TM).
The´ore`me 2.14. — Il existe des constantes strictement positives q et D telles que
pour tout re´el ε ∈ ]0, 1], il existe un re´el Rε tel que pour tout R ≥ Rε, il existe une
mesure non nulle µ = µε,R ∈M(P) telle que
1. µ est supporte´e sur les futals (R, ε)-plats, et
2. p∗µ est DRe−qR-e´quidistribue´e.
De´finition 2.15. — Soient E : E → P un e´tiquetage le´gal, τ : E → E une involution
admissible et ε et R deux re´els strictement positifs. On dit que la repre´sentation ρE,τ
est (R, ε)-plate si pour tout e ∈ E,
1. le futal Πe est (R, ε)-plat, ou encore |σe −R/2| ≤ ε, et
2. le parame`tre de de´calage te est
ε
R
-proche de 1 : |te − 1| ≤ ε/R.
Si R est fixe´ alors pour ε suffisamment petit, une repre´sentation (R, ε)-plate est la
monodromie d’une structure de PSL2(C)-surface qui est arbitrairement proche d’eˆtre
fuchsienne ; en particulier elle est injective. L’inte´reˆt du re´sultat qui suit est de montrer
que puisque l’on a impose´ aux parame`tres de de´calage d’eˆtre proches de 1, on peut en
fait choisir ε uniforme par rapport a` R.
The´ore`me 2.16. — Il existe des re´els strictement positifs ε0 et R0 tels que pour tout
e´tiquetage le´gal E : E → P et toute involution admissible τ : E → E et quel que soit
R ≥ R0, ε ∈ ]0, ε0], si la repre´sentation ρE,τ est (R, ε)-plate alors ρE,τ est injective.
3. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME 1.1
Dans cette partie, on admet les the´ore`mes 2.14 et 2.16 et on en de´duit le the´ore`me 1.1.
Soient q, D et ε0 les constantes fournies par les the´ore`mes 2.14 et 2.16. On fixe ε ∈
]0,min(ε0, 1)]. Soit Rε le nombre re´el strictement positif qui lui est associe´ par le
the´ore`me 2.14. La proposition qui suit garantit l’existence d’une repre´sentation (R, ε)-
plate avec R ≥ R0 et ε ≤ ε0. Le the´ore`me 2.16 implique alors que cette repre´sentation
est injective, ce qui de´montre le the´ore`me 1.1.
Proposition 3.1. — Soit R > Rε. Il existe un e´tiquetage le´gal E : E → P et une
involution admissible τ : E→ E tels que pour tout e ∈ E, on a :
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1. |σe −R/2| ≤ ε, et
2. |te − 1| ≤ 2DRe−qR.
On explique maintenant comment de´duire la proposition 3.1 du the´ore`me 2.14. Il
s’agit de passer des mesures aux e´tiquetages. On fixe R > Rε.
3.1. Une conse´quence me´trique du the´ore`me des mariages de Hall
Une mesure µ ∈ M(P) est presque un e´tiquetage, la difficulte´ est de construire l’in-
volution admissible τ . L’outil technique est la proposition ge´ne´rale suivante.
Proposition 3.2. — Soient (X, d) un espace me´trique, A et B deux ensembles finis
de meˆme cardinal, f : A→ X et g : B → X deux applications et δ un re´el strictement
positif. On note #A, resp. #B, la mesure de comptage sur A, resp. B. Et on suppose
que les mesures f∗#A et g∗#B sont δ-proches. Alors, il existe une bijection h : A→ B
telle que pour tout a ∈ A, on ait d(g(h(a)), f(a)) ≤ δ.
De´monstration. — On de´finit :
M = {(a, b) ∈ A×B : d(f(a), g(b)) ≤ δ}
comme ensemble des mariages possibles. Il s’agit de construire une bijection h : A→ B
telle que pour tout a ∈ A, on ait (a, h(a)) ∈ M . Le the´ore`me des mariages de Philip
Hall [19] fournit un crite`re pour l’existence d’une telle application de mariage :
Lemme 3.3. — Pour qu’il existe une application de mariage, il suffit que pour tout
sous-ensemble C de A il y ait au moins |C| e´le´ments de B qui puissent eˆtre marie´s a`
un e´le´ment de C.
Il s’agit donc de montrer que si C est un sous-ensemble de A, le sous-ensemble
MC = {b ∈ B : ∃ a ∈ C, (a, b) ∈ M} de B contient au moins |C| e´le´ments. Cela
re´sulte du calcul suivant, reposant sur l’hypothe`se que les mesures f∗#A et g∗#B sont
δ-proches :
|MC | = (g∗#B)(Vδ(f(C))) ≥ (f∗#A)(f(C)) ≥ |C|.
3.2. De´monstration de la proposition 3.1
Le the´ore`me 2.14 fournit une mesure µ ∈M(P) telle que p∗µ soit DRe−qR-proche de
sa moyenne sous l’action de C. En particulier, on a :
(4) p∗µ et (A1+ipi ◦ p)∗µ sont 2DRe−qR-proches.
On commence par montrer qu’il existe une mesure rationnelle ve´rifiant (4).
Lemme 3.4. — Il existe une mesure non nulle µrat ∈ M(P) supporte´e par des futals
(R, ε)-plats, ve´rifiant (4) et telle que pour tout (Π, g∗) ∈ P, on ait µrat(Π, g∗) ∈ Q.
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De´monstration. — Les mesures p∗µ et (A1+ipi ◦ p)∗µ sont atomiques a` support fini.
Notons ai et bj leurs atomes respectifs. La relation (4) est alors e´quivalente a` un syste`me
line´aire fini S d’ine´galite´s entre les valeurs xi = p∗µ(ai) et yj = (A1+ipi ◦ p)∗µ(bj) dont
les coefficients sont entiers (et meˆme dans {0, 1}). Puisque le syste`me S a une solution
re´elle, on peut trouver des solutions rationnelles xrati , y
rat
j arbitrairement proches. On
peut alors remplacer µ par une mesure µrat avec les meˆmes atomes mais rationnelle
et telle que xrati = p∗µ
rat(ai) et y
rat
j = (A1+ipi ◦ p)∗µrat(bj). La mesure µrat ve´rifie les
conclusions du lemme.
Nous supposons dore´navant que µ = µrat. Quitte a` multiplier µ par un entier suffi-
samment grand, on peut meˆme supposer que chaque µ(Π, g∗) est entier. On peut alors
e´crire µ comme une somme formelle R-syme´trique de futals (non marque´s) (5) :
µ = n1(Π1 + R(Π1)) + n2(Π2 + R(Π2)) + . . .+ nm(Πm + R(Πm)), (ni ∈ N∗).
Pour chaque s = 1, . . . ,m, on fixe un marquage (Πs, g
∗
s). Conside´rons maintenant l’en-
semble E = {(j, k) : j = 1, 2, . . . , 2(n1 + n2 + . . . + nm), k ∈ Z/3Z}. On associe a` µ
l’e´tiquetage E : E→ P de´fini par
E(j, k) =
{
rotk(Πs, g
∗
s) si j est impair et 2(n1 + . . .+ ns−1) < j ≤ 2(n1 + . . .+ ns)
R ◦ rotk(Πs, g∗s) si j est pair et 2(n1 + . . .+ ns−1) < j ≤ 2(n1 + . . .+ ns).
L’ensemble E est naturellement muni d’une involution RE : (j, k) 7→ (j + (−1)j+1, k) et
d’un tricycle rotE : (j, k) 7→ (j, k + 1) qui font de l’application E un e´tiquetage le´gal.
Noter que, puisque µ est supporte´e par des futals (R, ε)-plats, pour tout e ∈ E, on a
|σe −R/2| ≤ ε.
Il nous reste a` construire une involution admissible τ : E → E telle que, pour tout
e ∈ E, on ait d(A1+ipip(Πe, g∗e), p(Πτ(e), g∗τ(e))) ≤ 2DRe−qR. Pour cela, on de´compose E
en la re´union disjointe des sous-ensembles
E(g∗)± = {(j, k) : E(j, k) = (·, g∗), ± = (−1)j+1},
ou` g∗ parcourt l’ensemble des ge´ode´siques ferme´es oriente´es de M .
Lemme 3.5. — Soit g∗ une ge´ode´sique ferme´e oriente´e de M . Il existe une bijection
h = hg∗ : E(g
∗)+ → E(−g∗)− telle que pour tout e ∈ E(g∗)+,
d ((A1+ipi ◦ p ◦ E)(h(e)), (p ◦ E)(e)) ≤ 2DRe−qR.
De´monstration. — Posons α+ = (p ◦ E)∗#E(g∗)+ et α− = (p ◦ E)∗#E(−g∗)− . Il de´coule
de la R-syme´trie de µ (ou de l’e´tiquetage E) que les mesures α+ et α− co¨ıncident. On a
alors p∗µ|Tg = 4α
− = 4α+ et l’e´quation (4) implique que les mesures α+ et (A1+ipi)∗α−
sont 2DRe−qR-proches. Le lemme de´coule donc de la proposition 3.2.
5. La mesure µ, e´tant rot-invariante, attribue le meˆme poids a` deux futals marque´s qui ne diffe`rent
que par le marquage.
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On de´finit alors l’involution τ : E→ E par
τ(e) =
{
hg∗(e) si e ∈ E(g∗)+
h−1−g∗(e) si e ∈ E(g∗)−.
La proposition 3.1 est de´montre´ et donc aussi le the´ore`me 1.1.
4. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME 2.14
On note K le stabilisateur de p0 dans PSL2(C) et at la matrice
(
et/2 0
0 e−t/2
)
, ou` t ∈ R.
4.1. Le flot des repe`res
La courbe t 7→ pt = (0, et) = at · p0 est la ge´ode´sique dans H3 de conditions initiales
(p0, ~u0). Le repe`re (pt, ~ut, ~nt, ~ut ∧ ~nt) associe´ a` la matrice at est obtenu par transport
paralle`le de (p0, ~u0, ~n0, ~u0 ∧ ~n0) pendant un temps t le long de la ge´ode´sique (pt)t∈R. Et
pour tout g ∈ PSL2(C), la ge´ode´sique (g · pt)t∈R a pour condition initiale g · (p0, ~u0).
L’action du flot ge´ode´sique sur le fibre´ des repe`res par transport paralle`le pendant
un temps t correspond donc – dans PSL2(C) – a` la multiplication a` droite par la
matrice at. Cette action induit une action – appele´e flot des repe`res – sur Γ\PSL2(C).
La mesure de Haar sur PSL2(C) induit une mesure finie – invariante sous l’action du
flot des repe`res – sur Γ\PSL2(C) ; on note ν la mesure de probabilite´ correspondante.
Le the´ore`me suivant – duˆ a` Calvin Moore [31] – affirme que le flot des repe`res est
exponentiellement me´langeant relativement a` la mesure de Haar ; on donne les grandes
ide´es de sa de´monstration en appendice.
The´ore`me 4.1. — Il existe une constante q = q(M) > 0 telle que si f et g sont deux
fonctions de classe C∞ de Γ\PSL2(C) dans R, alors il existe une constante C, fonction
continue des normes de Sobolev de f et de g, telle que pour tout t ∈ R,∣∣∣ ∫
Γ\PSL2(C)
g(xat)f(x)dν(x)−
(∫
Γ\PSL2(C)
fdν
)(∫
Γ\PSL2(C)
gdν
)∣∣∣ ≤ Ce−q|t|.
4.2. Une application du me´lange
On munit le groupe PSL2(C) d’une me´trique riemannienne d invariante a` gauche sous
l’action de PSL2(C), invariante a` droite sous l’action de K et qui rele`ve la me´trique
hyperbolique sur H3. Soit ε un re´el strictement positif. On fixe une fonction χε positive,
de classe C∞ sur PSL2(C), supporte´e dans la boule de rayon ε/2 centre´e en l’identite´
et ve´rifiant :
1. χε(Id) > 0, et
2.
∫
PSL2(C)
χε(x)dν(x) = 1.
On associe a` la fonction χε le noyau kε(x, y) = χε(x
−1y) sur PSL2(C).
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De´finition 4.2. — Soit r un re´el strictement positif. On pose :
∀ x, y ∈ PSL2(C), aε,r(x, y) =
∫
PSL2(C)
kε(x, gar)kε(y, g)dν(g)
et
∀ x, y ∈ PSL2(C), Aε,r(x, y) =
∑
γ∈Γ
aε,r(x, γy).
Le noyau aε,r est un noyau invariant sur PSL2(C) : aε,r(gx, gy) = aε,r(x, y), pout tous
x, y, g ∈ PSL2(C). Le noyau Aε,r de´finit lui un noyau C∞ sur Γ\PSL2(C) ; il mesure si
deux repe`res dans M sont proches d’eˆtre envoye´s l’un sur l’autre par l’action du flot
des repe`res pendant un temps r.
Proposition 4.3. — Il existe une constante C = C(ε,M) telle que pour tous x, y ∈
PSL2(C), on a :
|Aε,r(x, y)− 1| ≤ Ce−qr.
De´monstration. — Soient x, y ∈ PSL2(C) et D ⊂ PSL2(C) un domaine fondamental
pour l’action de Γ. On a :
Aε,r(x, y) =
∑
γ∈Γ
∫
PSL2(C)
kε(x, gar)kε(y, γ
−1g)dν(g)
=
∑
γ,γ′∈Γ
∫
D
kε(x, γ
′gar)kε(y, γ−1γ′g)dν(g)
=
∫
Γ\PSL2(C)
Kε(x, gar)Kε(y, g)dν(g),
ou` Kε(x, y) =
∑
γ∈Γ kε(x, γy) de´finit une fonction de classe C
∞ sur Γ\PSL2(C) ×
Γ\PSL2(C). Le the´ore`me 4.1 (6) applique´ aux fonctions f = Kε(y, ·) et g = Kε(x, ·),
fournit alors une constante c(x, y) telle que |Aε,r(x, y) − 1| ≤ c(x, y)e−qr. Enfin, par
compacite´ de M , on peut choisir C majorant uniforme´ment c(x, y).
Remarque 4.4. — Il de´coule de la proposition 4.3 que pour r suffisamment grand, il
existe γ ∈ Γ tel que aε,r(x, γx) soit strictement positif. Il existe alors g ∈ PSL2(C) tel
que d(gγ−1g, ar) ≤ ε. Et la ge´ode´sique ferme´e oriente´e dans M associe´e a` γ a donc pour
longueur (complexe) un nombre ` tel que |`− r| < ε. Ce re´sultat – ainsi que le principe
de sa de´monstration – est duˆ a` Gregori Margulis [29].
6. Noter que l’on a :∫
Γ\PSL2(C)
Kε(x, g)dν(g) =
∫
PSL2(C)
kε(x, g)dν(g) = 1.
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4.3. Des repe`res aux futals
Soit x ∈ PSL2(C) ; on note (p, ~u, ~n, ~u ∧ ~n) = x · (p0, ~u0, ~n0, ~u0 ∧ ~n0). E´tant donne´ un
re´el r, on associe a` x les e´le´ments
x(k,r) = xR 2ikpi
3
ar/4 ∈ PSL2(C) pour k = 0, 1, 2,
ou` Rθ =
( cos(θ/2) −i sin(θ/2)
−i sin(θ/2) cos(θ/2)
)
est l’e´le´ment de PSL2(C) d’extension de Poincare´ la rota-
tion d’angle θ dans le sens direct autour de la ge´ode´sique passant par p0 et dirige´e par le
vecteur ~n0.
(7) Soit ωk(~u) le vecteur obtenu par rotation directe d’angle 2kpi
3
de ~u autour
du vecteur ~n. Le repe`re x(k,r) · (p0, ~u0, ~n0, ~u0 ∧ ~n0) est l’image de (p, ωk(~u), ~n, ωk(~u)∧ ~n)
par le flot des repe`res pendant un temps r/4.
γ3
~m
ω2(~v)
~v
ω(~v)
y(2,r)
γ1
γ2
ω(~u)
~u
ω2(~u)
~n
x(1,−r)
x(2,−r) y(1,r)
x(0,−r)
y(0,r)
`(r)
`(r)
r/2
r/2
Figure 1. Des repe`res aux futals
Soit gr = a−r/4R 2ipi
3
ar/4 ; on a x(k+1,r) = x(k,r)gr pour k = 0, 1, 2. On e´crit la
de´composition de Cartan gr = Rθ1(r)+pia`(r)Rθ2(r) avec r 7→ `(r) impaire. Un calcul
simple montre alors qu’il existe une constante universelle C > 0 telle que pour tout
r > 0, les trois nombres
(5) |`(r)− r
2
+ log
4
3
|, |θ1(r)| et |θ2(r)| sont infe´rieurs a` Ce− r4 .
De´finition 4.5. — A` tout triplet A = (Ak)k=0,1,2 ∈ Γ3 on associe la repre´sentation
ρA : pi1(Π)→ Γ donne´e par les formules :
ρA(cn) = An−1A−1n pour n = 1, 2, 3.
7. On prendra garde au fait que Rθ et at n’ont pas le meˆme axe et ne commutent donc pas en
ge´ne´ral.
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L’image de (γ1, γ2, γ3) = (ρA(c1), ρA(c2), ρA(c3)) dans P̂ est uniquement de´termine´e
par la classe de A dans le quotient Γ\Γ3.
De´finition 4.6. — Soit dn est la mesure de comptage sur Γ3. On note β̂ε,r la mesure
sur PSL2(C)× PSL2(C)× Γ3 de´finie par∏
k∈Z/3Z
aε,r/2(x(−k,−r), Aky(k,r)) dν(x)⊗ dν(y)⊗ dn(A).
La mesure β̂ε,r est Γ-invariante a` gauche (pour l’action diagonale) et non triviale
d’apre`s la proposition 4.3. Elle induit donc une mesure non nulle βε,r sur le quotient
Γ\(PSL2(C)× PSL2(C)× Γ3). On note
Φ : Γ\(PSL2(C)× PSL2(C)× Γ3)→ P̂
l’application qui a` la classe de (x, y, A) associe [ρA].
Proposition 4.7. — Il existe une constante D > 0 telle que pour tout ε > 0, il existe
un re´el rε tel que pour tout r ≥ rε la mesure Φ∗βε,r sur P̂ est supporte´e dans l’ensemble
des futals (2r − 2 log 4
3
, Dε)-plats.
De´monstration. — Soit (x, y, A) dans le support de β̂ε,r. Il s’agit de calculer les demi-
longueurs complexes des e´le´ments γn = ρA(cn) pour n = 1, 2, 3. Conside´rons le cas
n = 1. Puisque aε,r/2(x(0,−r), A0y(0,r)) est non nul, il existe g0 ∈ PSL2(C) tel que
d(x(0,−r), g0ar/2) et d(A0y(0,r), g0) soient infe´rieurs a` ε/2. Il existe donc des e´le´ments
g
(1)
ε et g
(2)
ε dans la boule de rayon ε/2 autour de l’identite´ dans PSL2(C) tels que
x(0,−r)g
(1)
ε = g0ar/2 et g0g
(2)
ε = A0y(0,r) ; on a alors :
(6) x(0,−r)g(1)ε a−r/2g
(2)
ε = A0y(0,r).
De la meˆme manie`re, puisque aε,r/2(x(2,−r), A1y(1,r)) est non nul, il existe des e´le´ments
g
(3)
ε et g
(4)
ε dans la boule de rayon ε/2 autour de l’identite´ dans PSL2(C) tels que
(7) A1y(1,r)g
(3)
ε ar/2g
(4)
ε = x(2,−r).
En utilisant tour a` tour que x(0,−r) = x(2,−r)Rθ1(−r)Rpia−`(r)Rθ2(−r) et que y(1,r) =
y(0,r)Rθ1(r)Rpia`(r)Rθ2(r), on de´duit de (6) et (7) que
A0A
−1
1 g0 = g0(g
(2)
ε Rθ1(r)Rpia`(r)Rθ2(r)g
(3)
ε ar/2g
(4)
ε Rθ1(−r)Rpia−`(r)Rθ2(−r)g
(1)
ε a−r/2).
Puisque Rpiat = a−tRpi, comme la distance d est K-invariante a` gauche et a` droite et
puisque pour r grand les Rθi(r) sont proches de l’identite´, on obtient qu’il existe un
re´el strictement positif rε tel que pour tout r ≥ rε il existe des e´le´ments h(i)ε pour
i = 1, . . . , 4, dans la boule de rayon ε autour de l’identite´ dans PSL2(C), tels que
γ1g0 = g0(h
(1)
ε a−`(r)h
(2)
ε a−r/2h
(3)
ε a−`(r)h
(4)
ε a−r/2).
Mais un calcul e´le´mentaire, utilisant (5), implique que, quitte a` augmenter rε, on peut
supposer que pour r ≥ rε, la matrice
h(1)ε a−`(r)h
(2)
ε a−r/2h
(3)
ε a−`(r)h
(4)
ε a−r/2
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est de la forme
(8)
(
e−2r+2 log(4/3) +O(ε) e2r−2 log(4/3)O(ε)
O(ε) e2r−2 log(4/3)(1 +O(ε))
)
.
La trace de γ1 est donc e´gale a` e
2r−2 log(4/3)(1+O(ε)). En raisonnant de la meˆme manie`re
avec γ2 et γ3 (et en augmentant au besoin rε), on conclut qu’il existe une constante
universelle D telle que pour r ≥ rε les longueurs complexes de la repre´sentation ρA
ve´rifient, pour tout n = 1, 2, 3,∣∣`n(ρA)− 2r + 2 log 4
3
∣∣ ≤ Dε.
En particulier les e´le´ments ρA(cn) pour n = 1, 2, 3 sont loxodromiques. Enfin, puisque
la matrice a−2r+2 log(4/3) est re´elle, un argument de continuite´ en ε montre que σn(ρA) =
1
2
`n(ρA) pour n = 1, 2, 3. La classe de conjugaison de la repre´sentation ρA repre´sente
donc un futal (2r − 2 log 4
3
, Dε)-plat.
Remarque 4.8. — 1. Il de´coule des propositions 4.3 et 4.7 que pour R suffisamment
grand il existe bien des futals (R, ε)-plats. Ce point crucial est duˆ a` Lewis Bowen [8]
qui e´tait lui aussi motive´ par la conjecture des sous-groupes de surfaces.
2. La de´monstration montre plus (8) : un calcul simple implique en effet que, pour r
suffisamment grand, les points fixes z± ∈ C∪{∞} de la matrice (8) ve´rifient |z−| = O(ε)
et |z+| ≥ 1O(ε) . Cela montre que – quitte a` augmenter les constantes D et rε – on peut
supposer que pour tout r ≥ rε l’axe de la matrice (8) reste a` distance au plus Dε du
point base p0 et donc que l’axe de γ1 ∈ Γ est a` distance ≤ Dε de g0(p0). Par syme´trie
on en de´duit que l’on peut supposer que l’axe de γ1 est a` distance ≤ Dε des points
x(0,−r) · p0, A0y(0,r) · p0, x(2,−r) · p0 et A1y(1,r) · p0 de H3.
De´finition 4.9. — E´tant donne´ un re´el ε > 0 et un re´el R > 0, on pose
µε,R = Φ∗βD−1ε, R/2+log 4
3
.
Et on note Rε = 2rε − 2 log 43 .
Il de´coule de la proposition 4.7 que pour R ≥ Rε, la mesure µε,R ∈ M(P) – qui est
non nulle d’apre`s la proposition 4.3 — est supporte´e sur les futals (R, ε)-plats. Pour
de´montrer le the´ore`me 2.14, il reste a` de´montrer la proposition suivante ; c’est l’objet
des paragraphes qui suivent.
Proposition 4.10. — Il existe une constante strictement positive D′ telle que pour
tout ε ∈ ]0, 1], la mesure p∗µε,R sur TM est D′Re−qR-e´quidistribue´e.
8. C’est d’ailleurs uniquement pour cette raison que l’on a commence´ par transporter paralle`lement
les repe`res associe´s a` x et y pendant un temps r/4, voir la proposition 4.13.
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4.4. L’application $
Soient ε et r deux re´els strictement positifs.
Soient γ ∈ Γ et Z = Zγ son centralisateur dans PSL2(C). Un couple (x, y) ∈
PSL2(C)
2 de´termine une ge´ode´sique oriente´e dans H3 allant de yR 4ipi
3
(∞) ∈ P1(C)
a` xR 2ipi
3
(0) ∈ P1(C). (9) Si l’axe de translation de γ n’intersecte pas cette ge´ode´sique
la perpendiculaire commune de´termine un e´le´ment du fibre´ unitaire normal a` l’axe
de γ et donc, comme au §2.3, un repe`re de H3 au-dessus de l’axe de γ. On e´crit
$γ(x, y) · (p0, ~u0, ~n0, ~u0∧~n0), avec $γ(x, y) ∈ Z, ce repe`re. En tant que groupe, Z ope`re
sur lui-meˆme et diagonalement (a` gauche) sur PSL2(C)
2. Si z ∈ Z, on a $γ(zx, xy) =
z$γ(x, y). L’application $γ passe donc au quotient par le groupe 〈γ〉 (dont l’action
commute a` celle de Z) en une application Z-e´quivariante, de´finie presque partout,
$γ : 〈γ〉\(PSL2(C)× PSL2(C))→ T̂γ = 〈γ〉\Z.
Noter que si h ∈ PSL2(C), la conjugaison par h identifie T̂γ et T̂hγh−1 et on a :
(9) $hγh−1(hx, hy) = h$γ(x, y)h
−1.
De´finition 4.11. — On note αγ = αε,r,γ la mesure sur 〈γ〉\(PSL2(C) × PSL2(C))
induite par la mesure γ-invariante (a` gauche)
aε,r/2(x(0,−r), y(0,r))aε,r/2(γx(2,−r), y(1,r))dν(x)⊗ dν(y).
~m
ω2(~v)
~v
ω(~v)
→ y(2,∞)
y(2,r)
γ1
ω(~u)
~u
ω2(~u)
~n
x(1,−r)
x(2,−r) y(1,r)
x(0,−r)
y(0,r)
x(1,−∞) ←
Figure 2. Pied abstrait
9. Noter que yR 4ipi
3
(∞) = limr→+∞ y(2,r) et xR 2ipi
3
(0) = limr→+∞ x(1,−r).
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Noter que la mesure αγ est Z-invariante de sorte que
(10) ($γ)∗αγ = Λ($γ)∗αγ =
[
($γ)∗αγ(T̂γ)
Λ(T̂γ)
]
Λ,
ou` Λ est la mesure de Lebesgue sur le tore T̂γ.
De´finition 4.12. — Soit
$ : Γ\(PSL2(C)× PSL2(C)× Γ3)→ TM
l’application qui a` la classe de (x, y, A) associe l’image de $γ1(x,A0y) dans le tore
abstrait Tg ou` g est la ge´ode´sique ferme´e de M associe´e a` γ1 = A0A
−1
1 ; voir figure 2.
Noter que l’application $ est bien de´finie : changer (x, y, A) en γ · (x, y, A) revient
a` changer $γ1(x,A0y) en $γγ1γ−1(γx, γA0y) qui – en vertu de (9) – a la meˆme image
dans le tore euclidien Tg.
L’application qui a` un futal marque´ associe son pied induit e´galement une application
p ◦ Φ : Γ\(PSL2(C)× PSL2(C)× Γ3)→ TM .
Proposition 4.13. — Il existe des constantes c,K > 0 telles que pour tout ε ∈ ]0, 1],
il existe un re´el r′ε tel que pour tout r ≥ r′ε et pour tout e´le´ment [x, y, A] dans le support
de βε,r, on a :
d(p ◦ Φ(x, y, A), $(x, y, A)) ≤ Ke−cr.
De´monstration. — La proposition re´sulte du fait ge´ne´ral que dans un espace hyperbo-
lique, pour tout M > 0, il existe des constantes c,K > 0 telles que deux ge´ode´siques
qui restent a` distance ≤M pendant un temps r sont Ke−cr-proches au temps r/2 ; voir
figure 2. On renvoie a` [25, Lem. 4.2] pour plus de de´tails et des constantes explicites.
Corollaire 4.14. — Les mesures (p ◦ Φ)∗βε,r et $∗βε,r sont Ke−cr-proches.
4.5. De´monstration de la proposition 4.10
Soit γ ∈ Γ. On note Cγ le sous-ensemble de PSL2(C)× PSL2(C)× Γ3 constitue´ des
triplets (x, y, A) tels que A0A
−1
1 = γ. Soit χ : Cγ → PSL2(C) × PSL2(C) l’application
(x, y, A) 7→ (x,A−10 y). Le lemme suivant de´coule de la de´finition de Aε,r/2.
Lemme 4.15. — On a :
χ∗(β̂ε,r|Cγ )
= Aε,r/2(x(1,−r), y(2,r))aε,r/2(x(0,−r), y(0,r))aε,r/2(γx(2,−r), y(1,r))dν(x)⊗ dν(y).
1055–18
La mesure χ∗(β̂ε,r|Cγ ) sur PSL2(C)2 est γ-invariante ; on note βγ la mesure induite
sur le quotient 〈γ〉\PSL2(C)2. On peut maintenant pousser – a` l’aide de l’application
$γ – les mesures αγ et βγ en des mesures sur le tore T̂γ. D’apre`s la de´finition de αγ, le
lemme 4.15 et la proposition 4.3, on a :
(1− Ce−qr)($γ)∗αγ ≤ ($γ)∗βγ ≤ (1 + Ce−qr)($γ)∗αγ.
Mais, pousse´e sur le tore abstrait Tg, ou` g est la ge´ode´sique ferme´e de M associe´e a` γ,
les mesures ($γ)∗βγ et [$∗βε,r] |Tg co¨ıncident. Il de´coule alors de (10) que l’on a :
(11) (1− Ce−qr)Λ($γ)∗αγ ≤ [$∗βε,r] |Tg ≤ (1 + Ce−qr)Λ($γ)∗αγ .
Le lemme suivant est e´le´mentaire ; voir [25, Lem. 3.1].
Lemme 4.16. — Soient a, b ∈ C tels que T = C/(aZ + ibZ) soit un tore. Soit f une
fonction continue et positive sur T et δ ∈ ]0, 1
3
[ tels que
(1− δ)ΛfΛ ≤ fΛ ≤ (1 + δ)ΛfΛ.
Alors, la mesure fΛ est 4δ(|a|+ |b|)-e´quidistribue´e.
D’apre`s la proposition 4.7, un tore Tg = (R
∗
+ + iR)/(σZ + 2ipiZ) qui intersecte non
trivialement le support de $∗βε,r ve´rifie |σ| ≤ 2r. Il de´coule donc du lemme 4.16 et
de l’e´quation (11) que la mesure $∗βε,r est 8rCe−qr-e´quidistribue´e. Le corollaire 4.14
implique alors que pour r sufisamment grand (et en supposant q ≤ c) les mesures
(p ◦ Φ)∗βε,r et Λ(p◦Φ)∗βε,r sont 9rCe−qr-proches. Puisque – compte tenu de la de´finition
4.9 – on a p∗µε,R = (p ◦ Φ)∗βD−1ε,R/2+log 4
3
, cela suffit a` de´montrer la proposition 4.10.
5. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME 2.16
Si ε est suffisamment petit, une repre´sentation (R, ε)-plate est la monodromie d’une
structure de PSL2(C)-surface. Si ε = 0 cette structure est en fait une structure hyper-
bolique re´elle ; nous dirons alors que c’est une surface de type R.
5.1. Ge´ome´trie des surfaces de type R
Une surface S de type R est munie d’une de´composition en pantalons. On appelle
revers de cette de´composition les courbes simples ferme´es ge´ode´siques qui de´coupent
S en pantalons. Chaque revers est de longueur R et chaque parame`tre de de´calage est
e´gal a` 1.
Dans un pantalon hyperbolique dont toutes les composantes de bord sont de longueur
R, la distance entre deux composantes de bord est e´gale a` 2e−R/4 +O(e−3R/4), lorsque
R tend vers l’infini. Il de´coule donc de la formule du pentagone [10, Thm. 2.3.4] que,
pour R suffisamment grand, une courbe de longueur ≤ R/5 joignant deux composantes
de bord est homotope, relativement au bord, a` une ge´ode´sique minimisante entre ces
deux composantes de bord.
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C0
C1 C2
C3
g
w−0 w
+
0
w−1 w
+
1
w−2
w+2
Figure 3. Le segment g et les Ci
Soient g un segment ge´ode´sique de H2 et C0, . . . , Ck l’ensemble ordonne´ des
ge´ode´siques (bi-infinies) de H2 qui se projettent sur les revers de S et qui intersectent
g, voir la figure 3. Alors deux ge´ode´siques adjacentes Ci et Ci+1 sont soit proches, a`
distance ≈ 2e−R/4, soit e´loigne´es, a` distance > R/5. Pour i = 0, . . . , k on note zi le
point d’intersection de g et Ci et w
+
i le pied dans Ci+1 de la perpendiculaire commune
a` Ci et Ci+1.
Dans le plan hyperbolique, les ge´ode´siques s’e´loignent a` vitesse line´aire (voir [10,
Thm. 2.3.1]) : pour i = 0, . . . , k − 1, on a
d(Ci, Ci+1)e
d(w+i ,zi+1) ≤ ed(zi+1,Ci).
Le fait que le parame`tre de de´calage le long de chaque revers soit e´gal a` 1 implique
donc que pour R suffisamment grand si, pour i = 1, . . . , k, les ge´ode´siques Ci−1 et Ci
sont proches et d(zi−1, zi) ≤ 1 alors k ≤ R. En distinguant les sous-segments de g qui
correspondent a` une suite (zi)i=0,...k telle que d(zi−1, zi) ≤ 1 et les  sauts  correspon-
dants aux sous-segments comple´mentaires, on obtient la proposition suivante, voir [25,
Lem. 2.3].
Proposition 5.1. — Il existe un re´el R0 et une constante C tels que pour tout R ≥
R0, tout segment ge´ode´sique de longueur ` sur une surface S de type R coupe au plus
CR` fois les revers.
5.2. De´monstration du the´ore`me 2.16
Une repre´sentation (R, ε)-plate ρ est la monodromie d’une structure de PSL2(C)-
surface sur une surface S munie d’une de´composition en pantalons. On muni S de
la structure hyperbolique de type R associe´e a` cette de´composition. La surface S est
alors uniformise´e par le plan hyperbolique H2 et on note F : H2 → H3 l’application
de´veloppante de la structure de PSL2(C)-surface sur S associe´e a` ρ. Puisque F est
ρ-e´quivariante, pour de´montrer le the´ore`me 2.16, il suffit de montrer qu’il existe des
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re´els strictement positifs ε0 et R0 tels que si R ≥ R0 et ε ∈]0, ε0] alors F envoie toute
ge´ode´sique de H2 sur une courbe bi-infinie dans H3.
Mais l’application F envoie les ge´ode´siques Ci de H2 au-dessus des revers de la
surface S (de type R) sur des ge´ode´siques de H3. Il suffit donc de montrer que si
g est une ge´ode´sique de H2 transversale aux Ci alors F (g) est une courbe bi-infinie
de H3. Comme dans la de´monstration de la proposition 5.1, on de´coupe g en deux
types de sous-segments : ceux qui rencontrent une suite de Ci proches et les  sauts .
L’image d’un saut est un long segment quasi-ge´ode´sique, dont la constante de quasi-
ge´ode´sie ne de´pend que de ε et pas de R. La difficulte´ consiste donc a` controˆler les
segments ge´ode´siques de C qui correspondent a` une suite de Ci proches. Mais d’apre`s
la proposition 5.1, une telle suite contient au plus R e´le´ments alors que le long des revers
l’angle de de´calage est ≤ ε/R. L’image d’un tel segment est donc la` encore un segment
quasi-ge´ode´sique, dont la constante de quasi-ge´ode´sie ne de´pend que de ε et pas de R.
Graˆce a` l’hyperbolicite´ de H3, on conclut que la courbe F (g) est quasi-ge´ode´sique ; elle
est en particulier bi-infinie.
Remarque 5.2. — Les de´tails de cette  de´monstration  sont un peu laborieux a` e´crire.
Noter ne´anmoins que le me´lange exponentiel permet en fait de construire des surfaces
(R, e−dR)-plates pour une constante d = d(M) > 0. Il est alors plus facile de faire
fonctionner l’approche de´crite ci-dessus ; Dragomir Sarik [38] re´alise d’ailleurs toute
surface (R, ε/R)-plate comme surface plisse´e.
Dans [25] Kahn et Markovic de´montrent le the´ore`me 2.16 a` l’aide d’une formule, due
a` Caroline Series [35], de variation de la distance d(C0, Ck) le long d’une de´formation
quasi-fuchsienne t 7→ ρt. Ils montrent que le long d’une de´formation (R, ε)-plate la
de´rive´e d(C0, Ck)
′ est un O(ε). Cela leur permet de montrer que, quitte a` diminuer ε0,
on peut supposer que l’image du bord ∂H2, par l’application induite ∂F : ∂H2 → ∂H3,
est arbitrairement proche d’un vrai cercle dans ∂H3. Enfin puisque l’on peut de´marrer
la construction a` partir de deux repe`res appartenant a` un plan arbitraire de H3, la
de´monstration du the´ore`me 2.14 implique en fait le the´ore`me suivant.
The´ore`me 5.3. — Soit M = Γ\H3 une varie´te´ hyperbolique uniformise´e de dimen-
sion 3. Pour tout cercle C dans ∂H3, il existe une suite de PSL2(C)-surfaces (Fn : S˜n →
H3)n≥0 dans M telle que (∂Fn(S˜n))n∈N converge vers C, pour la distance de Hausdorff
dans ∂H3.
6. APPLICATIONS ET GE´NE´RALISATIONS
6.1. Du the´ore`me 1.1 a` la conjecture VH
Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension 3. D’apre`s le the´ore`me 1.1, il existe
une surface S de genre g ≥ 2 et une immersion pi1-injective f : S →M .
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Peter Scott [34] donne un crite`re alge´brique d’existence d’un reveˆtement fini de M
auquel f se rele`ve en un plongement.
De´finition 6.1. — Soit G un groupe de type fini. Un sous-ensemble S de G est
se´parable si S est ferme´ dans la topologie profinie de G, c’est-a`-dire si S est une inter-
section de classes a` gauche de sous-groupes d’indice fini de G.
Proposition 6.2. — Supposons f∗(pi1S) se´parable dans pi1M . Alors f se rele`ve a` un
reveˆment fini de M en un plongement, ou en une application isotope a` un plongement.
Si de plus f∗(pi1S) est quasi-convexe dans pi1M , alors il existe un reveˆtement fini M̂
de M qui contient deux e´le´vations plonge´es et disjointes de f(S) dont la re´union est non
se´parante, voir par exemple [6, The´ore`me 2]. En particulier le groupe pi1(M̂) se surjecte
sur un groupe libre de rang 2. En plus des conjectures mentionne´es en introduction,
il convient donc d’ajouter l’e´nonce´ suivant (10) qui fait le lien entre la conjecture des
sous-groupes de surfaces et la conjecture VH.
7. Tout sous-groupe de type fini dans pi1M est se´parable.
Scott [34] puis Ian Agol, Darren Long et Alan Reid [2] montrent qu’un sous-groupe
quasi-convexe d’un groupe de reflexions dans un polye`dre hyperbolique a` angles droits
est se´parable. Ce re´sultat est e´tendu au cas des sous-groupes quasi-convexes d’un groupe
de Coxeter – ou d’un groupe d’Artin – a` angles droits abstrait par Haglund [17]. De-
puis une quinzaine d’anne´es, Dani Wise met en œuvre un vaste programme visant a`
de´montrer la conjecture (7) et plus ge´ne´ralement a` de´montrer la se´parabilite´ des sous-
groupes quasi-convexes dans certains groupes G hyperboliques (au sens de Gromov),
a` l’aide de la me´thode de Scott. Un groupe de Coxeter – ou d’Artin – a` angles droits
abstrait posse`de une re´alisation ge´ome´trique qui est un complexe cubique a` courbure
ne´gative. La premie`re e´tape du programme de Wise passe alors par la  cubulation  du
groupe G. On renvoie a` [9] pour une introduction aux complexes cubiques et a` la notion
de courbure ne´gative dans ce contexte.
6.2. Cubulation des varie´te´s hyperboliques ; groupes spe´ciaux
Dans [5] avec Wise, et inde´pendamment Guillaume Dufour dans sa the`se [15], on
de´duit du the´ore`me 5.3 et des travaux de Michah Sageev [33] le re´sultat suivant.
The´ore`me 6.3. — Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension 3. Alors pi1M ope`re
librement, proprement avec quotient compact sur un complexe cubique CAT(0) locale-
ment fini.
De´finition 6.4. — Un complexe cubique C connexe de courbure ne´gative est spe´cial
s’il existe une isome´trie locale de C dans le complexe cubique associe´ a` un groupe d’Artin
a` angles droits. On dit alors que pi1C ope`re spe´cialement sur tout reveˆtement universel
de C.
10. E´nonce´ e´galement conjecture´ dans [37].
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La notion de complexe cubique spe´cial est due a` Fre´de´ric Haglund et Dani Wise,
voir [18] ou` elle est de´finie en termes de configurations interdites pour les hyperplans
immerge´s. Haglund et Wise de´montrent notamment que si C est un complexe cubique
spe´cial compact et si pi1C est un groupe hyperbolique au sens de Gromov, alors tout
sous-groupe quasi-convexe de pi1C est se´parable.
Ian Agol [3] montre par ailleurs que si M est une varie´te´ de dimension 3 dont le groupe
fondamental est isomorphe au groupe fondamental d’un complexe cubique spe´cial alors
M posse`de un reveˆtement fini qui fibre sur le cercle.
Dans [18] puis [39] Haglund et Wise de´montrent des crite`res puissants pour qu’un
complexe cubique CAT(0) posse`de un reveˆtement fini spe´cial. Tout re´cemment, en se
reposant sur ces travaux, Agol [1] a annonce´ la de´monstration du the´ore`me suivant.
The´ore`me 6.5. — Soit G un groupe hyperbolique au sens de Gromov qui ope`re libre-
ment, proprement avec quotient compact sur un complexe cubique CAT(0) localement
fini C. Alors G contient un sous-groupe d’indice fini qui ope`re spe´cialement sur C.
Corollaire 6.6. — Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension 3. Alors M ve´rifie
les conjectures (2) – (7).
6.3. De´nombrement des surfaces incompressibles
Soit M une varie´te´ hyperbolique de dimension 3. De meˆme que l’argument ergodique
de Margulis lui a permis de retrouver (et d’e´tendre en courbure variable) le  the´ore`me
des ge´ode´siques premie`res  sur le comptage des ge´ode´siques dans une surface hyper-
bolique, Kahn et Markovic [23] de´veloppent leurs me´thodes ainsi que des re´sultats
ante´rieurs de Joseph Masters [30] pour compter le nombre c(M, g) de classes de conju-
gaison de sous-groupes de pi1M isomorphes au groupe fondamental d’une surface de
genre g.
The´ore`me 6.7. — On a :
lim
g→+∞
log c(M, g)
2g log g
= 1.
6.4. Ge´ne´ralisation a` tous les espaces syme´triques et conjecture d’Ehren-
preis
Soient G un groupe de Lie re´el semi-simple connexe de centre trivial et sans facteur
compact, K un sous-groupe compact maximal de G et X = G/K l’espace syme´trique
associe´.
Conjecture 6.8. — Soit Γ un re´seau uniforme dans G. Alors Γ contient un sous-
groupe isomorphe au groupe fondamental d’une surface de genre au moins 2.
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Il est tentant de chercher a` e´tendre la me´thode de Kahn et Markovic a` ce cadre et plus
ge´ne´ralement, partant d’un plongement PSL2(R) ⊂ G correspondant a` un plongement
totalement ge´ode´sique de H2 dans X, de chercher a` construire des surfaces immerge´es
S → Γ\X dont un releve´ S˜ → X soit arbitrairement proche de l’image de H2. Si X est
de rang re´el e´gal a` 1, la de´monstration du the´ore`me 2.16 s’e´tend naturellement. Le rang
supe´rieur semble plus difficile. En ce qui concerne le the´ore`me 2.14, notons qu’un aspect
crucial de sa de´monstration est le fait que le centralisateur d’une isome´trie hyperbolique
posse`de un sous-groupe compact connexe qui contient la rotation d’angle pi autour de
l’axe de translation ; cela permet en effet de s’assurer que les futals (R, ε)-plats sont
e´quidistribue´s autour d’une ge´ode´sique donne´e.
Dans [24] Kahn et Markovic conside`rent cependant le cas ou` PSL2(R) est plonge´
diagonalement dans G = PSL2(R) × PSL2(R) et Γ est un produit de deux groupes
fuchsiens. Ils de´montrent le the´ore`me suivant initialement conjecture´ par Leon Ehren-
preis [16].
The´ore`me 6.9. — Soient S et T deux surfaces de Riemann compactes connexes de
genre au moins 2. Pour tout K > 1, il existe des reveˆtements finis Ŝ de S et T̂ de T , et
un home´omorphisme f : Ŝ → T̂ tel que f soit K-quasi-conforme, c’est-a`-dire que pour
tout x ∈ Ŝ, on a :
Hf (x) = lim sup
r→0
sup{d(f(z), f(x)) : d(x, z) = r}
inf{d(f(z), f(x)) : d(x, z) = r} ≤ K.
Ils montrent plus pre´cisemment qu’e´tant donne´ une surface hyperbolique S et un re´el
strictement positif ε, pour tout re´el R suffisamment grand, il existe une surface hyper-
bolique (re´elle) (R, ε)-plate immerge´e dans S. La de´monstration est dans un premier
temps identique a` celle du the´ore`me 2.14 mais cette fois le fibre´ normal a` une ge´ode´sique
ferme´e dans S n’est pas connexe. Il se peut donc qu’il y ait plus de futals immerge´s
d’un coˆte´ de la ge´ode´sique que de l’autre. Il s’agit alors de corriger ce de´faut par un
poids dont l’existence est le cœur des arguments de [24], voir e´galement [22] pour un
premier re´sultat sur cette question.
APPENDICE : ME´LANGE EXPONENTIEL DU FLOT DES REPE`RES
Dans cet appendice, G est un groupe de Lie simple re´el, connexe, non compacte
et de centre trivial dont on fixe une de´composition d’Iwasawa G = NAK et une
de´composition de Cartan compatible G = KA+K. On note n l’alge`bre de Lie de N .
De´finition 6.10. — 1. Une repre´sentation unitaire pi de G dans un espace de Hilbert
(se´parable) Hpi est un morphisme G → U(Hpi) tel que pour tout v ∈ Hpi l’application
G → Hpi ; g 7→ pi(g)v soit continue. Si cette application est lisse on dit que v est un
vecteur C∞ de pi ; on note H∞pi l’ensemble des vecteurs C
∞ de pi.
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2. E´tant donne´ deux vecteurs v, w ∈ Hpi, on appelle coefficient de pi la fonction
continue cv,w : G → C de´finie par cv,w : g 7→ 〈pi(g)v, w〉. On dit que le coefficient cv,w
est K-fini si les espaces vectoriels engendre´s par respectivement pi(K) · v et pi(K) · w
sont de dimension finie.
3. On note p(pi) la borne infe´rieure de tous les p ≥ 2 tels que les coefficients K-finis
de pi soient dans Lp(G).
4. Une repre´sentation unitaire σ est faiblement contenue dans pi si tout coefficient
de σ est limite uniforme sur tout compact de coefficients de pi. On dit que pi a un trou
spectral si elle ne contient pas faiblement la repre´sentation triviale de G.
Le the´ore`me de Howe-Moore affirme que si pi est une repre´sentation unitaire de G
sans vecteurs invariants alors les coefficients g 7→ cv,w(g) de pi tendent vers 0 lorsque g
tend vers l’infini dans G. Michael Cowling [14] montre en fait que si G a la proprie´te´ (T )
il existe un entier p = p(G) < +∞ tel que si pi est une repre´sentation unitaire de G sans
vecteurs invariants alors p(pi) ≤ p, voir aussi [32, §7]. Si G est localement isomorphe
a` SO(n, 1) ou SU(n, 1), ce n’est plus vrai mais la classification des repre´sentations
irre´ductibles unitaires de ces groupes [21, 27] implique que si pi est une repre´sentation
unitaire de G qui a un trou spectral, alors p(pi) < +∞. (11) Le fait suivant est bien
connu ; on peut en trouver une de´monstration dans [4, Lemma 3].
Proposition 6.11. — Soit Γ un re´seau dans G. La repre´sentation re´gulie`re droite ρ0Γ
de G dans le sous-espace L20(Γ\G) de L2(Γ\G) orthogonal aux fonctions constantes a
un trou spectral.
E´tant donne´ un e´le´ment g = nak ∈ G, on pose H(g) = a. On appelle fonction
d’Harish-Chandra la fonction Ξ = ΞG : G→ R de´finie par
Ξ(g) =
∫
K
ρ(H(kg−1))−1/2dk ou` ρ(a) = det n(Ad(a−1)).
La fonction Ξ de´croˆıt exponentiellement vite le long de A+ : modulo un facteur loga-
rithmique, on a Ξ(a)  ρ(a)−1/2. Puisque la mesure de Haar dg est e´gale a` ρ(a)dndadk,
on en de´duit en particulier que Ξ ∈ L2+ε(G) pour tout re´el ε > 0.
Exemple 6.12. — Si G = PSL2(C), on a, pour les choix usuels de groupes K, A, N ,
Ξ(ar) =
1
pi
∫ pi/2
0
(e−r cos2 θ + er sin2 θ)−1 sin(2θ)dθ
=
r
pi sinh r
.
11. Toute la puissance de la classification des repre´sentations irre´ductibles unitaires n’est pas utile
ici. Il suffit de conside´rer la partie de pi forme´e des repre´sentations sphe´riques.
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Notons d la dimension de K et fixons une base B de l’alge`bre de Lie k de K. E´tant
donne´ une repre´sentation unitaire pi et un vecteur v ∈ H∞pi , on pose
S(v) =
∑
ord(D)≤d+1
||pi(D)v||,
ou` D parcourt l’ensemble des monoˆmes en les e´le´ments de B de degre´ ≤ d + 1 et,
si X1, . . . , Xr sont des e´le´ments de B, on a pi(X1 · · ·Xr) = pi(X1) · · · pi(Xr) et chaque
pi(Xi) ope`re par de´rivation.
La proposition suivante – qui est essentiellement due a` Michael Cowling, Uffe Haa-
gerup et Roger Howe [13] – applique´e a` la repre´sentation ρ0Γ implique finalement le
the´ore`me 4.1.
Proposition 6.13. — Soit pi une repre´sentation unitaire de G telle que p(pi) ≤ 2k
avec k ∈ N∗. Il existe une constante C = C(G, k) telle que pour tous v, w ∈ H∞pi et
pour tout g ∈ G, on a :
(12) |〈pi(g)v, w〉| ≤ CS(v)S(w)Ξ1/k(g).
De´monstration. — Quitte a` remplacer pi par le produit tensoriel pi⊗k on peut supposer
que k = 1 ; voir [13, p. 108]. Il de´coule alors de [13, Thm. 1] que pi est faiblement contenue
dans dans la repre´sentation re´gulie`re (droite) L2(G). On se rame`ne alors facilement a`
de´montrer la proposition dans le seul cas ou` pi est la repre´sentation re´gulie`re de G (et
k = 1) ; voir la de´monstration de [13, Thm. 2] pour plus de de´tails sur cette dernie`re
re´duction.
Soient v et w dans L2(G) ∩ C∞(G). Les fonctions ϕ : x 7→ supk∈K |v(xk)| et ψ : x 7→
supk∈K |w(xk)| sont positives, K-invariantes et |〈pi(g)v, w〉| ≤
∫
G
ϕ(xg)ψ(x)dx. Mais il
de´coule du lemme de Sobolev qu’il existe une constante C telle que pour tout x ∈ G,
ϕ(x)2 ≤ C
∑
ord(D)≤d+1
||(pi(D)v)(x·)||2L2(K).
En particulier ||ϕ|| ≤ √CS(v) et de meˆme pour ψ. Il nous reste donc a` ve´rifier
que si ϕ, ψ ∈ L2(G) sont des fonctions positives, K-invariantes et de norme 1, alors
|〈pi(g)ϕ, ψ〉| ≤ Ξ(g). C’est le calcul de´taille´ p. 106–107 de [13] que nous reprenons ici :
|〈pi(g)ϕ, ψ〉| =
∫
K
(∫
NA
ϕ(na)ψ(nakg−1)ρ(a)dnda
)
dk
≤ ||ϕ||
∫
K
(∫
NA
ψ(naH(kg−1))2ρ(a)dnda
)1/2
dk
= ||ϕ|| · ||ψ||
∫
K
ρ(H(kg−1))−1/2dk,
ou` l’on a utilise´ l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz dans L2(NA) et la K-invariance de ϕ et
ψ.
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